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I
Introducción
Antecedentes
La conjetura de Goldbach en los números en enteros.
La conjetura de Goldbach aparece en 1742 en una carta enviada a Leonhard Euler (1707-
1783) por Christian Goldbach (1690-1764). En esencia el problema es:
(1) Todo número entero, mayor que 3, puede expresarse en forma de una suma de no más
de tres números primos.
A lo que Euler respondió, se puede ver que el problema (1) es equivalente a:
(2) Todo número entero par mayor que 4 se puede expresar como suma de dos primos.
Veamos que:
(1)=⇒ (2) Si todo entero puede escribirse como suma de tres primos (en particular los
enteros pares) entonces 2n − 2 = p1 + p2 + p3 donde n ≥ 2 y p1, p2, p3 son primos, como
2n− 2 es par alguno de los tres primos debe ser dos (p3 = 2), luego 2n = p1 + p2 es decir
se tiene (2).
(2)=⇒ (1) Si 2n− 2 = p1 + p2 donde p1, p2 son primos y n ≥ 2, luego 2n+ 1 = p1 + p2 + 3
y como ya se tenía que 2n = p1 + p2 entonces se tiene (2).
Luego el problema original se puede dividir en dos partes: la conjetura débil de Goldbach
y la conjetura fuerte de Goldbach. La conjetura débil de Goldbach dice:
Todo número impar se puede expresar como la suma de no más de tres números primos.
Al respecto Hardy y Littlewood [12] en 1932, usando el famoso método del círculo y asu-
miendo la hipótesis generalizada de Riemann, probaron que existe una constante N ∈ N
tal que ∀n > N es suma de tres números primos. Más tarde, Vinográdov probó en 1937 el
mismo resultado sin asumir la hipótesis generalizada de Riemann. Este resultado se conoce
como el teorema de Vinográdov y se ha veriﬁcado que es suﬁciente tomar N = 33
15
. El
problema después ha sido rebajar la constante N .
II
INTRODUCCIÓN III
Por otro lado asumiendo la hipótesis de Riemann generalizada 1 Deshouillers-Eﬃnger-te
Riele-Zinoviev (véase [9] [7]) demuestran que todo número entero impar n > 7 es la suma
de tres primos.
La conjetura fuerte de Goldbach dice: Todo número par puede expresarse como la suma
de no más de dos números primos. Para esta parte del problema se conoce un resultado
parcial debido a Chen Jing-Run [8], quien probó que todo número entero par suﬁcientemen-
te grande es la suma de un número primo y un producto de no más de dos números primos.
Pero es de aclarar que la conjetura fuerte implica la conjetura débil, ya que todo núme-
ro impar mayor que 7 se puede expresar como 3 más un número par, el cual de ser cierta
la conjetura fuerte, se expresaría como la suma de no más de dos números primos. Así
tendríamos una prueba de la conjetura débil de Goldbach.
Actualmente la mayoría de los matemáticos creen que la conjetura es cierta y se basan
en resultados acerca de la distribución de los números primos sobre los números enteros,
más precisamente en las propiedades de la función pi(x) 2, las cuales se basan en la validez
de la hipótesis de Riemann.
El problema
El problema de Goldbach en el caso de anillos de polinomios sobre campos ﬁnitos y
algunos dominios de integridad, es de una sencillez envidiable comparado con el problema
en los números enteros.
Además en este escenario (Fq[X]) es válida la hipótesis generalizada de Riemann [4], lo cual
nos proporciona información sobre la distribución de los primos en Fq[X]. Como los anillos
de polinomios sobre un campo ﬁnito y sobre anillos factoriales son factoriales3 (anillos de
factorización única), podemos trasladar algunos problemas aditivos de la teoría de números
a estos anillos, en nuestro caso la conjetura de Goldbach.
1 El enunciado formal de la hipótesis es el siguiente. Un carácter de Dirichlet es una función aritmética
completamente multiplicativa χ tal que existe un entero positivo k con χ(n+k) = χ(n) para todo n y χ(n) =
0 siempre que mcd(n, k) > 1. Si tal carácter existe, se deﬁne la función-L de Dirichlet correspondiente
mediante
L(χ, s) =
∞∑
n=1
χ(n)
ns
para todo número complejo s con parte real > 1. La hipótesis generalizada de Riemann establece que
para todo carácter de Dirichlet χ y todo número complejo s tal que L(χ, s) = 0: si la parte real de s se
encuentra comprendida entre 0 y 1, entonces es 1/2. El caso χ(n) = 1 para todo n conduce a la hipótesis
ordinaria de Riemann.
2pi(x) denota el número de primos que son menores o iguales a x, y pi(x) ∼ x
log x
para valores grandes
de x, este resultado se conoce como el Teorema de los números primos.
3Si A es factorial, entonces A[X] es factorial.
CAPÍTULO 1
Una conjetura de Goldbach para el anillo de
polinomios sobre un campo ﬁnito
1.1. Preliminares
Propiedades de la función Zeta de Riemann asociada M(X; q)
Deﬁnición 1.1. Si A(X) es un polinomio en Fq[X], se deﬁne su norma como:
|A| =
{
q∂A si A 6= 0,
0 si A = 0
Es claro que si s = σ + it tenemos:
|A|s = |As| = |Aσ| . ∣∣Ait∣∣ = |Aσ| = |A|σ = qσ∂A
Deﬁnición 1.2. Sean
M(q;X) := {A(X) ∈ Fq[X] : A(X) es unitario}
P (q;X) := {A(X) ∈M(q;X) : A(X) es primo en Fq[X]}
y s= σ + it ∈ C. Entonces la serie
ζ(s) =
∑
A∈M(q;X)
1
|A|s
se llama la serie o función Zeta de Riemann asociada con M(q;X).
Proposición 1.1. 1. ζ(s) converge absolutamente para σ = <(s) > 1 y uniformemente
convergente cuando σ > 1 +  para todo  > 0.
2. Para σ > 1
ζ(s) =
∏
p∈P (q;X)
(1− |p|−s)−1
1
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3. Para σ > 1
ζ(s) =
1
1− 1
q1−σ
= (1− 1
q1−σ
)−1
Demostración
1.
ζ(s) =
∑
A∈M(q;X)
1
|A|s =
∞∑
d=0
qd
qdσ
=
∞∑
d=0
1
q(σ−1)d
.
Luego ζ(s) converge absolutamente si σ > 1. Usando el criterio de Cauchy, por medio
del criterio de la integral, veamos que el resto va hacia cero, dado  > 0. En efecto,
l´ım
k→∞
∫ k
m
1
q(σ−1)x
dx = l´ım
k→∞
1
q(σ−1)x(1− σ) ln q
∣∣∣∣k
m
< ′
la ultima igualdad para m suﬁcientemente grande y σ > 1 +  entonces ζ(s) converge
uniformemente para todo  > 0.
2. Como todo polinomio unitario puede escribirse como producto de factores primos
(Fq[X] es factorial)
ζ(s) =
∏
p∈P (q;X)
(1 +
1
|p|s +
1
|p2|s + . . . ) =
∏
p∈P (q;X)
(1− 1|p|s )
−1.
3. En la prueba de (1) tenemos ζ(s) =
∑∞
d=0
1
q(σ−1)d , luego
ζ(s) =
1
1− 1
qσ−1
= (1− 1
qσ−1
)−1. ♣
Deﬁnición 1.3. Si n es un número natural la función de Möbius µ(n) : N −→ {0,+1,−1}
está deﬁnida por:
µ(n) =

0 si p2 | n,
(−1)r si n = p1. . . . .pr si los primos pi son distintos
1 si n = 1
Un resultado conocido de la teoría de números que usaremos es la fórmula de inver-
sión de Möbius. Si f y g son funciones aritméticas, entonces g(m) =
∑
d|m f(d) para
todo m ≥ 1 si sólo si
f(m) =
∑
d|m
µ(d)g(
m
d
)
Después de deﬁnir la función Zeta de Riemann en M(X; q), nuestro siguiente paso es
preguntarnos por un análogo de la función pi(x). Un camino natural sería:
piq(x) =
∣∣∣{H ∈ P (q;X) : q∂H ≤ x}∣∣∣
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Pero esta función es constante entre potencias consecutivas de q es decir piq(x) = k para
algun k ∈ N si qs < x ≤ qs+1, por ende no podemos espera un comportamiento suave para
piq(x) como en el caso de los números enteros. Por este motivo se deﬁne la siguiente función
la cual nos proporciona bastante información a cerca de la distribución de los elementos
irreducibles en Fq[X].
Proposición 1.2 (Lema de Gauss). El número de elementos de P (q;X) de grado m está
dado por
\(m) =
1
m
∑
d|m
µ(
m
d
)qd =
1
m
∑
d|m
µ(d)q
m
d
Demostración De (3) y (2) en la en la proposición 1, tenemos
1
ζ(s)
= 1− 1|p|σ−1 =
∏
p∈P (q;X)
(1− 1|p|s ) =
∞∏
d=1
(1− 1
qσd
)\(d),
tomando logaritmos en la última igualdad
log(1− 1|p|σ−1 ) =
∞∑
d=1
\(d) log(1− 1
qσd
). (1.1)
Por otro lado sabemos que
1
1− x =
∞∑
t=0
xt converge uniformemente ∀x ∈ (−1, 1) ;
luego integrando a ambos lados, tenemos que
− log(1− x) =
∞∑
t=1
xt
t
converge uniformemente ∀x ∈ (−1, 1) ;
aplicando este hecho a (1.1) tenemos
∞∑
t=1
1
tq(σ−1)t
=
∞∑
d=1
\(d)
∞∑
t=1
1
tq(σ)td
;
como estas expresiones representan identidades para qσ son iguales término a término
igualando el m− esimo término
1
mq(σ−1)m
=
∑
d|m
\(d)
d
mq(σ)m
es decir,
qm =
∑
d|m
\(d)d;
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ya que f(d) = \(d)d es una función aritmética, tomemos g(m) =
∑
d|m \(d)d y usando la
fórmula de inversión de Möbius para recuperar a f ;
f(m) = \(m)m =
∑
d|m
qmµ(
m
d
);
por lo tanto,
\(m) =
1
m
∑
d|m
qmµ(
m
d
) =
1
m
∑
d|m
q
m
d µ(d). ♣
Nota Otra prueba elegante del Lema de Gauss se tiene usando la teoría de campos
ﬁnitos. Si fm1(X), . . . , fm\(m)(X) son todos los polinomios irreducibles de Fq[X] de grado
ﬁjo m, si f(X) = fmi(X) entonces su campo de descomposición es isomorfo al campo
Fq[X]/ 〈f(X)〉, como solo existe un campo de qm elementos (salvo isomorﬁsmo) y es el
campo de descomposición del polinomio Xq
m −X entonces f(X) | Xqm −X y para cada
m se tiene que :
Xq
m −X =
∏
d|m
\(d)∏
i=1
fdi(X)
comparando los grados de estos polinomios qm =
∑
d|m d\(d) aplicando la fórmula de
inversión de Möbius se tiene que m\(m) =
∑
d|m q
dµ(md ), luego \(m) =
1
m
∑
d|m q
dµ(md )
Ejemplo 1.1. Para q = 2 tenemos en Fq[X]:
\(1) = 2 X, X − 1
\(2) = 1 X2 +X + 1
\(3) = 2 X3 +X2 + 1, X3 +X + 1
1.2. Goldbach para el anillo Fq[X]
El siguiente resultado permite hablar de los elementos primos e irreducibles de Fq[X]
sin hacer ningún tipo de distinción entre ellos.
Teorema 1.1. R es un dominio de factorización única (UFD) si y sólo si para todo
elemento no nulo diferente de una unidad de R se escribe como un producto de elementos
primos.
Demostración Si R es un (UFD) todo elemento no nulo es producto de elemen-
tos irreducibles, luego solo es necesario ver que todo irreducible es primo. Si p es irre-
ducible considere ab ∈ (p), luego ab = rp para algún r ∈ R. a, b, r se pueden escri-
bir como producto de irreducibles a = p1. . . . .pα, b = q1. . . . .qβ y r = p
′
1. . . . .p
′
ρ, así
ab = p1. . . . .pα.q1. . . . .qβ = p
′
1. . . . .p
′
ρ.p como estamos en (UFD) p = upi para algún i,
1 ≤ i ≤ α o p = uqj para algún j, 1 ≤ j ≤ β donde u, v son unidades, en el primer caso
a ∈ (p) y en el segundo caso b ∈ (p), así (p) es un ideal primo entonces p es primo.
Ahora supongamos, todo elemento no nulo diferente de una unidad es producto de
primos. Como todo primo es irreducible sólo es necesario ver la unicidad de la factorización.
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Supongamos p1. . . . .pα.qr = q1. . . . .qs donde pi y qj son primos. Entonces p1 | qj para algún
j, sin perdida de generalidad podemos suponer que j = 1, luego q1 = u1p1 donde u1 es
una unidad, como todo (UFD) es dominio de integridad podemos cancelar y así tenemos
p2. . . . .pr = u1.q2 . . . .qs. Procediendo por inducción tenemos el resultado deseado. ♣
El anillo Fq[X] es considerado un mundo paralelo a Z pues se tiene que: los análogos
a los números positivos son los polinomios unitario y los análogos a los números primos
son los polinomios irreducibles. Además tanto Z como Fq[X] son dominios de factorización
unica, luego Fq[X] tiene las propiedades de divisibilidad de Z. Es natural, pues trasladar
los problemas de la aritmética de Z a Fq[X], donde en general son más fáciles de demostrar.
Deﬁnición 1.4. Un polinomio unitario H(X) ∈ Fq[X] se llama par si q = 2 y H(X) es
divisible por X o X + 1; en otro caso H(X) se llama impar (en efecto, para todo q 6= 2,
todo H(X) es impar).
El siguiente teorema es una analogía a la conjetura de Goldbach en el anillo de poli-
nomios; es preciso aclarar que en este anillo la noción de polinomio par no tiene mayor
importancia pues solo tiene sentido en Fq[X] cuando q = 2.
Teorema 1.2. Sea H(X) un polinomio no constante en Fq[X] y q ≫ ∂H , entonces
H(X) = P1(X) +P2(X) donde P1 y P2 son irreducibles (primos) en Fq[X] y ∂P1 = ∂P2 =
∂H + 1.
Demostración Sea ∂H = h. Por el Lema de Gauss 1.2 tenemos
\(h+ 1) =
1
h+ 1
∑
d|(h+1)
q
h+1
d µ(d);
desarrollando esta suma, obtenemos
\(h+ 1) =
qh+1
h+ 1
+
1
h+ 1
∑
2≤d|(h+1)
q
h+1
d µ(d)
Ahora consideremos:∣∣∣∣\(h+ 1)− qh+1h+ 1
∣∣∣∣ = 1h+ 1
∣∣∣∣∣∣
∑
2≤d|(h+1)
q
h+1
d µ(d)
∣∣∣∣∣∣
≤ 1
h+ 1
bh+12 c∑
d=1
qd
≤ q
bh+12 c
h+ 1
(1 +
1
q
+ . . . )
≤ q
h+1
2
h+ 1
q
q − 1 <
q
h+1
2
h+ 1
2.
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Luego
\(h+ 1) =
qh+1
h+ 1
+O
(
q
h+1
2
h+ 1
)
cuando q →∞.
Por otro lado, al considerar el conjunto {A ∈ P (q;X) : ∂A = h + 1} módulo H
tenemos ϕ(H) clases de equivalencia, donde ϕ(H) es el número de polinomios de grado
menor ∂H = h que son primos relativos con H. Entonces ϕ(H) < qh ya que tenemos qh
polinomios de grado h− 1 sobre Fq contando el polinomio nulo. Entonces
ϕ(H) < \(h+ 1);
es decir, en al menos una clase hay dos polinomios P1 y P2 de grado h+ 1, luego P1(X)−
P2(X) ≡ 0 (mo´d H) esto signiﬁca que existe A(x) ∈ Fq[X] no nulo tal que P1(X) −
P2(X) = A(X)H(X) como ∂(P1 − P2) ≤ h pues son polinomios unitarios y ∂(AH) =
∂A+h, entonces ∂A = 0, A ∈ F∗q ; luego P1(X)−P2(X) = AH(X) implica que A−1P1(X)−
A−1P2(X) = H(X), lo que se quería demostrar. ♣
Nota Esta descomposición de H no es única, como se muestra en los siguientes ejem-
plos.
Ejemplo 1.2. En F3[X]
X3 +X + 1︸ ︷︷ ︸
P1
−(X3 −X2 +X + 1︸ ︷︷ ︸
P2
) = X2︸︷︷︸
H
X3 +X2 −X + 1︸ ︷︷ ︸
P ′1
−(X3 −X + 1︸ ︷︷ ︸
P ′2
) = X2︸︷︷︸
H
Ejemplo 1.3. En F3[X]
−X3 −X2 − 1︸ ︷︷ ︸
P1
+X3 −X2 +X + 1︸ ︷︷ ︸
P2
= −2X2 +X︸ ︷︷ ︸
H
X3 −X2 + 1︸ ︷︷ ︸
P ′1
+−X3 −X2 +X − 1︸ ︷︷ ︸
P ′2
= −2X2 +X︸ ︷︷ ︸
H
Claramente P1, P2, P
′
1, P
′
2 son irreducibles en F3[X].
También tenemos la siguiente fórmula asintótica para calcular el número de tales des-
composiciones de H. Esta fórmula es análoga a la que demostró Vinográdov para el caso
de los números enteros (véase [17]). Si H ∈ Fq[X] y N(H) es el número de parejas P1 y
P2 irreducibles en Fq[X] que satisfacen: ∂P1 = ∂P2 = ∂H + 1, P1 6= P2 y P1 − P2 ≡ 0
(mo´d H). Entonces
N(H) =
q2(h+1)
(h+ 1)2ϕ(H)
+O(qh+1),
cuando h→∞.
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En el apéndice A se encuentra un esbozo de la prueba de este resultado.
Nota, Un resultado análogo al teorema de los números primos es el siguiente: El número
de elementos irreducibles en Fq[X] de grado h se comporta asintóticamente así:
\(h+ 1) =
qh
h
+O
(
q
h
2
h
)
cuando q →∞.
1.3. Otras conjetura de Goldbach en Fq[X]
Otros análogos de la conjetura de Goldbach en Fq[X] son los siguientes resultados:
Proposición 1.3. Todo polinomio unitario H(X) ∈ Fq[X] de grado n, donde la caracte-
rística de Fq es impar y si s es suﬁcientemente grande, puede escribirse como H = P1 +P2
donde los polinomios P1, P2 ∈ Fqs [X] son irreducibles y unitarios con ∂P1 = n, ∂P2 = n−1.
Además si ∂H = n y q satisface la desigualdad q > 8(n+ 6)2n
2
, entonces P1 y P2 pueden
ser tomados Fq[X].
Este resultado fue demostrado por Andreas O. Bender usando geometría algebraica
(véase [5]).
Proposición 1.4. Todo polinomio unitario H(X) ∈ Fq[X] con ∂H = r ≥ 2 excepto
cuando q es par. Puede expresarse como H = P1+P2+P3 donde P1, P2, P3 son irreducibles
unitarios en Fq[X] y ∂P1 = r, ∂P2 < r y ∂P3 < r.
Este resultado fue obtenido por Gove W. y David R. Hayes (véase [10]) esta demostra-
ción se hace en tres pasos, primero se obtiene un teorema asintótico análogo al teorema de
Vinográdov para el caso de los números enteros, luego con una serie de teoremas se reducen
los casos no cubiertos por el teorema asintótico a un número ﬁnito bastante manejable, y
por último se realizar una veriﬁcación computarizada de todos los casos restantes.
Los siguientes ejemplos justiﬁcan la restricción de la proposición anterior.
Ejemplo 1.4. Este es un polinomio par de grado arbitrario el cual no admite la anterior
descomposición. El polinomio X4r + X2r ∈ F2[X] (r ∈ N), es par ya que H(X) = X4r +
X2r = (X + 1).(X4r−1−X4r−2 + · · ·+X2r) = (X + 1).X.(X4r−2−X4r−3 + · · ·+X2r−1).
Si H admite tal descomposición X4r +X2r = P1(X) + P2(X) + P3(X), sean a0, b0, c0 los
términos constantes de P1, P2, P3 respectivamente, luego a0+b0+c0 ≡ 0 (mo´d 2), es decir,
alguno de estos términos debe ser cero módulo 2.
Si a0 ≡ 0 (mo´d 2), como ∂P1 = 4r ≥ 1, X | P1 lo cual es una contradicción pues P1 es
irreducible.
Si b0 ≡ 0 (mo´d 2) y si ∂P2 ≥ 2, X | P2 lo cual es una contradicción pues P2 es irreducible.
Si c0 ≡ 0 (mo´d 2) y si ∂P3 ≥ 2, X | P3 lo cual es una contradicción pues P3 es irreducible.
Ahora si b0 ≡ 0 (mo´d 2) y si ∂P2 = 1 entonces P2(X) = X, así X4r +X2r−X −P1(X) =
P3(X), pero esto es una contradicción ya que todo polinomio irreducible sobre F2 debe
tener un número impar de términos de lo contrario 1 sería raíz. Similarmente se llega a una
contradicción si c0 ≡ 0 (mo´d 2) y si ∂P1 = 1. Entonces H no admite tal descomposición.
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Ejemplo 1.5. Veamos que los polinomios de la forma H(X) = X2+α ∈ F2n [X] no admiten
la anterior descomposición. Enfecto,
X2 + α︸ ︷︷ ︸
H
= X2 + bX + c︸ ︷︷ ︸
P1
+X + d︸ ︷︷ ︸
P2
+X + e︸ ︷︷ ︸
P3
,
luego bX + X + X = 0X, pero bX + X + X = bX = 0X entonces b = 0. Entonces
P1(X) = X
2 + c, pero este polinomio no es irreducible ya que la ecuación X2 + c = 0
tiene solución en F2n para todo c ∈ F2n . En efecto, todo elemento c ∈ F2n es raiz del
polinomio X2
n −X, es decir (c2n−1)2 − c = 0, como la característica de F2n es 2 se tiene
que (c2
n−1
)2 + c = 0 (1 = −1).
CAPÍTULO 2
Una conjetura de Goldbach para el anillo de
polinomios en una y varias variables sobre algunos
dominios de integridad
2.1. Preliminares
Estos preliminares recogen resultados conocidos que usaremos después. En este capítulo
solo se usaran anillos conmutativos con elemento unidad, por comodidad R denotara un
anillo conmutativo con elemento unidad.
Un conocido resultado a cerca de polinomios irreducibles en Z[X] es el siguiente.
Teorema 2.1 (Criterio de Eisenstein). Sea p un primo en Z[X], H(X) = anXn + · · · +
a1X + a0 ∈ Z[X] con an 6= 0 (mo´d p), pero ai ≡ 0 (mo´d p) para todo i < n, a0 6= 0
(mo´d p2). Entonces H(X) es irreducible sobre Q (por tanto, irreducible en Z[X]) (véase
[11]).
Teorema 2.2 (Teorema chino de los restos). Sea R un anillo, y sean U1, . . . , Un ideales
de R tales que Ui + Uj = R, para cualesquiera i 6= j(comaximales). Entonces, dada una
familia ﬁnita cualquiera de elementos a1, . . . , an∈ R, existe un elemento a ∈ R, tal que
a− ai ∈ Ui para cada 1 ≤ i ≤ n(véase [15]).
Lema 2.1 (Lema de Nakayama). Sea M un R-módulo ﬁnitamente generado (f.g.) y a un
ideal de R contenido en radical de Jacobson de R(Rad(R)). Entonces aM = M implica
M = 0(véase [3]).
Lema 2.2. Dados dos primos distintos p, q, existen enteros r, s tales que: rp+sq = 1, p - r
y q - s.
Demostración Considerando el siguiente sistema de congruencias rp ≡ 1 (mo´d q) y
r ≡ 1 (mo´d p), el cual por el teorema 2.2 tiene solución para r. Es decir existen enteros
r′, s′ tales que r′p + s′q = 1 y p - r′. Intercambiando los papeles de p y q en el sistema
tenemos que existen enteros r′′, s′′ tales que r′′p+ s′′q = 1 y q - s′′. Si q - s′ o p - r′′ hemos
terminado.
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Ahora si q | s′ y p | r′′ considere 2(r′p+s′q)−(r′′p+s′′q) = 1, luego (2r′−r′′)p+(2s′−s′′)q =
1 como p - r′, p | r′′, q - s′′ y q | s′. Entonces r = 2r′ − r′′ y s = 2s′ − s′′. Cumplen lo
pedido. ♣
Deﬁnición 2.1. Si H(X) = anXn + · · · + a1X + a0 ∈ R[X] y el ideal generado por
(a0, . . . , an) es el anillo R decimos que H(X) es un polinomio primitivo.
La siguiente proposición es la versión del criterio de Eisenstein para dominios de integri-
dad; la prueba de este resultado es similar a la que se conoce para el criterio de Eisenstein
clásico 2.1. Este resultado es el eje central en las pruebas de los siguientes teoremas tipo
Goldbach.
Proposición 2.1 (Criterio de Einsentein para anillos de polinomios sobre un dominio de
integridad). Sea P un ideal primo de un dominio de integridad R y H(X) = anXn + · · ·+
a1X + a0 ∈ R[X] un polinomio no constante para el cual sus coeﬁcientes satisfacen
1. a0, a1, . . . , an−1 ∈ P .
2. a0 /∈ P 2.
3. an /∈ P .
4. (a0, a1, . . . , an−1, an) = R.
Entonces H es irreducible en R[X].
Demostración Supongamos que H no es irreducible entonces H(X) = A(X)B(X)
donde A(X), B(X) ∈ R[X] y son no nulos.
Tomando la factorización módulo P es decir H(X) = A(X)B(X) = anX
n ∈ (R/P )[X].
Por la factorización única en el campo de fracciones de R/P tenemos A(X) = aXi, B(X) =
bXj .
Si A(X) , B(X) son ambos polinomios no constantes entonces los términos constantes de
A(X) y B(X) están en P ; luego el término constante de H esta en P 2 contradiciendo la
hipótesis (2). Entonces A(X) o B(X) debe ser constante.
Como an /∈ P entonces ninguno de los coeﬁcientes directores de A(X) y de B(X) están en
P . Luego
∂A(X) = ∂A(X);
∂B(X) = ∂B(X);
como A(X) o B(X) es constante entonces A(X) o B(X) debe ser constante. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que A(X) = c, de modo que H(X) = cB(X) luego c | ai para
i = 0, . . . , n, entonces
R = (a0, . . . , an) ⊂ (c), entonces c es unidad en R
luego H es irreducible sobre R. ♣
Proposición 2.2. Si A1, . . . , Ak son ideales comaximales distintos en R e.d.(Ai+Aj = R
con i 6= j). Entonces los ideales An11 , . . . , Ankk son ideales comaximales distintos en R,
donde n1, . . . , nk ∈ N.
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Demostración Veamos que Ai y A
nj
j son comaximales. Como Ai+Aj = R existen ai ∈
Ai, aj ∈ Aj tal que ai + aj = 1, luego aj = 1− ai y anjj = (1− ai)nj = 1 +
∑nj
t=1
(
nj
t
)
(−ai)t
donde a′i = −
∑nj
t=1
(
nj
t
)
(−ai)t ∈ Ai, luego anjj +a′i = 1 es decir Ai y Anjj son comaximales.
Análogamente se tiene que Anii y Aj son comaximales. Entonces se tiene que:
Ai +A
nj
j = R
Anii +Aj = R
Ai +Aj = R
Sumando las dos primeras ecuaciones y usando la tercera se concluye que Anii +A
nj
j = R
es decir Anii , A
nj
j son comaximales. ♣
2.2. Goldbach para algunos dominios de integridad
D. Hayes [13](1965) es el primero en establecer el primer análogo de Goldbach para
Z[X]. El demostró que para todo polinomio unitario H(X) ∈ Z[X], existen polinomios
P1 y P2 irreducibles en Z[X] tal que H(X) = P1(X) + P2(X). Este resultado puede ser
extendido a cualquier polinomio no constante H(X) ∈ Z[X] [18]. Usando el criterio de
Eisenstein se prueban el siguiente resultado.
Teorema 2.3 (Goldbach para Z[X]). Para todo polinomio no constante H(X) ∈ Z[X],
existen polinomios P1 y P2 irreducibles en Z[X] con ∂P1 = ∂P2 = ∂H tal que H(X) =
P1(X) + P2(X).
Demostración SeaH(X) = anXn+an−1Xn−1+· · ·+a1X+a0, construyamos P1(X) =
bnX
n + an−1Xn−1 + · · · + b1X + b0 y P2(X) = cnXn + cn−1Xn−1 + · · · + c1X + c0 que
veriﬁquen el teorema. Tomemos bn y cn ∈ Z con an = bn + cn y dos primos impares p, q
tales que p - bn, p - a0, q - cn y q - a0. Por el algoritmo de Euclides existen enteros k,m
tales que kp+mq = 1 tomemos bi = aikp y ci = aimq para 1 ≤ i ≤ n−1. En consecuencia
bi + ci = ai, p | bi y q | ci por el lema 2.2 existen enteros r, s tales que rp + sq = 1
y p - r, q - s, sea b0 = a0rp y c0 = a0sq, luego a0 = b0 + c0 y además p | b0, q | c0,
p2 - b0 y q2 - c0. En conclusión P1 y p satisfecen las hipótesis del teorema 2.1, luego P1
es irreducible, similarmente se concluye que P2 es irreducible y por construcción tenemos
H(X) = P1(X) + P2(X). ♣
La anterior demostración no sólo prueba la existencia de una descoposición de H,
además muestra un algoritomo para encontar tal descomposicón de H, la cual claramente
no es única.
Ejemplo 2.1. Sea H(X) = 2011X2010 + 2010X2009 + · · ·+ (i+ 1)Xi + · · ·+ 1 ∈ Z[X].
P1(X) = 11X
2010 + 2010 ∗ 25X2009 + · · ·+ (i+ 1) ∗ 25Xi + · · · − 11 ∗ 5
P2(X) = 2000X
2011 − 2010 ∗ 24X2009 − · · · − (i+ 1) ∗ 24Xi − · · ·+ 22 ∗ 3.
Luego H = P1 +P2, donde P1, P2 son irreducibles en Z[X] (teorema 2.1, p = 5 y q = 3
respectivamente ).
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Otra descomposición de H es:
P ′1(X) = 2001X
2010 + 2010 ∗ 2 ∗ 11X2009 + · · ·+ (i+ 1) ∗ 2 ∗ 11Xi + · · ·+ 11 ∗ 2
P ′2(X) = 10X
2011 − 2010 ∗ 7 ∗ 3X2009 − · · · − (i+ 1) ∗ 7 ∗ 3Xi − · · · − 7 ∗ 3.
Luego H = P ′1 + P ′2, donde P ′1, P ′2 son irreducibles en Z[X] (teorema 2.1, p = 11 y
q = 7 respectivamente ).
Con un poco de cuidado es posible generalizar el anterior teorema cuando sustituimos
Z por algunos dominios de integridad.
Teorema 2.4. Sea R un dominio de integridad para el cual existen dos ideales máximales
distintos P y Q que satisfacen
1. P ( P 2 y Q ( Q2.
2. R/P y R/Q tienen al menos dos elementos (N(P ) ≥ 2 y N(P ) ≥ 2).
Entonces para todo polinomio H(X) ∈ R(X) no constante, H(X) = P1(X)+P2(X), donde
P1 y P2 son irreducibles en R[X] y ∂P1 = ∂P2 = ∂H.
Demostración Tomemos H(X) = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0 ∈ R[X] no
constante (an 6= 0). Si ∂H = 1 y H no es unitario
H(X) = a1X + a0 = (a1 − 1)X + 1︸ ︷︷ ︸
P1
+X + (a0 − 1)︸ ︷︷ ︸
P2
como P1 y P2 son lineales, son irreducibles en R[X]. Ahora si ∂H = 1 y H es unitario
escojamos un r ∈ R,r 6= 0 y r 6= −1; esto es posible ya que de no ser así R ∼= Z/2Z el cual
es un campo y no tendría ideales máximales no nulos contradiciendo la hipótesis.
H(X) = X + a0 = (rX + 1)︸ ︷︷ ︸
P1
+ (1− r)X − 1 + a0︸ ︷︷ ︸
P2
como P1 y P2 son lineales, son irreducibles en R[X].
Finalmente si ∂H ≥ 2, el objetivo es construir los polinomios P1(X) =
∑n
i=1 biX
i y
P2(X) =
∑n
i=1 ciX
i que cumplan las hipótesis de la proposición 2.1(para P y Q respecti-
vamente) y además P2(X) = H(X) − P1(X). Tomemos p ∈ P − P 2 y q ∈ Q − Q2, luego
se debe tener que:
1. bi ≡ 0 (mo´d P ); ci = ai − bi ≡ 0 (mo´d Q) ∀i = 1, 2 . . . , n− 1,
2. b0 ≡ p (mo´d P 2); c0 = a0 − b0 ≡ q (mo´d Q2),
3. bn 6= 0, an (mo´d P ); bn 6= 0, an (mo´d Q). Esta elección de bn es posible ya que R/P
y R/Q tienen mas de dos elementos.
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Para resolver (1) apliquemos el teorema chino de los residuos(T.C.R) 2.2 a (1) ya que
los ideales P y Q son máximales (en particular comaximales) de igual manera resolvemos
(2) ya P 2 y Q2 son comaximales. La solución de los anteriores tres sistemas garantizan
la existencia de P1, P2 satisfaciendo las tres primeras condiciones del criterio de Eisentein
2.1.
Para veriﬁcar la condición (4) del criterio de Eisenstein, sea (b2, . . . , bn) parte de la solución
de (1) y (3) y consideremos el sistema
b0 ≡ p (mo´d P 2),
a0 − b0 ≡ q (mo´d Q2),
b0 ≡ 1 (mo´d bn).
como bn no esta en Q
2 ni en P 2 (es solución de (3)) Q2 , P 2 y (bn) son comaximales.
Aplicando el T.C.R encontramos b0.
Para encontrar b1 consideramos el sistema
b1 ≡ 0 (mo´d P ),
a1 − b1 ≡ 0 (mo´d Q),
a1 − b1 ≡ 1 (mo´d an − bn).
como P ,Q y (an, bn) son comaximales ya que an − bn no está en P ni en Q(son solución
de (3)) aplicando el T.C.R encontramos b1.
Luego (b0, . . . , bn) ⊃ (b0, bn) = (1) ya que b0 − 1 ∈ (bn).
Como ci = ai−bi i = 0, 1, 2 . . . , n. Tomemos (c0, . . . , cn) ⊃ (c1, cn) = (a1−b1, an−bn) = (1)
ya que a1− b1−1 ∈ (an− bn). Así tenemos la cuarta condición para P1 y P2. Entonces por
la proposición 2.1 P1 y P2 son irreducibles y por construcción H(X) = P1(X) + P2(X). ♣
La anterior demostración no solo garantiza la existencia de una descomposición para
H, además proporciona un algoritmo para encontrarla y deja ver claramente que dicha
descomposición no es única.
El siguiente lema muestra que existen bastantes anillos para los cuales se puede aplicar
el teorema anterior .
Lema 2.3. Sea R un dominio noetheriano y M un ideal máximal no nulo de R. Entonces
M2 (M .
Demostración Trivialmente tenemos M2 ⊆ M , supongamos que M = M2, tomemos
S = R−M , así S−1R es noetheriano (en particular f.g) y además local con ideal maximal
S−1M ; si vemos a la vez a S−1M como un S−1R−módulo tenemos que:
S−1M(S−1M)S−1R = S−1M2 = S−1MS−1R;
entonces por el lema de Nakayama S−1MS−1R = 0 entonces M = 0 así M2 (M . ♣
2.3. Goldbach para el anillo R[X1, . . . , Xm]
Proposición 2.3. Suponga que R es un dominio que satisface las condiciones (1) y (2) del
teorema 2.4. Entonces el dominio R[X1, . . . , Xm] (m ≥ 2) también satisface las condiciones
(1) y (2) del teorema 2.4.
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Demostración Supongamos que P y Q son los ideales maximales de R para los cua-
les se satisfacen las condiciones (1) y (2) del teorema anterior, consideremos los ideales
P [X1, . . . , Xm], Q[X1, . . . , Xm] de R[X1, . . . , Xm] y el siguiente isomorﬁsmo
R[X1, . . . , Xm]/P [X1, . . . , Xm] ∼= R/P ;
entonces P [X1, . . . , Xm] es un ideal máximal de R[X1, . . . , Xm] el cual tiene más de dos
elementos (pues R/P tiene más de dos elementos).
Para ver (1), sea p /∈ P − P 2. Entonces p /∈ (P [X1, . . . , Xm])2 y así (P [X1, . . . , Xm])2 (
P [X1, . . . , Xm]. Similarmente se veriﬁcan las condiciones (1) y (2) para el idealQ[X1, . . . , Xm]
de R[X1, . . . , Xm]. ♣
Lema 2.4. Sea R un anillo que satisface las condiciones (1) y (2) del teorema 2.4. Entonces
para todo H ∈ R[X1, . . . , Xm] no constante es la suma de dos polinomios irreducibles.
Demostración Veamos a H como un polinomio en la variable Xm sobre el anillo
R[X1, . . . , Xm−1]. ComoR satisface las condiciones (1) y (2) entonces el anilloR[X1, . . . , Xm−1]
también las satisface gracias a la proposición 2.3, luego por el teorema 2.4 se tiene el re-
sultado. ♣
Teorema 2.5. Sea R un dominio de integridad. Sea m ≥ 2 entonces para todo H ∈
R[X1, . . . , Xm] no constante es la suma de dos irreducibles P1 y P2. Además si en H
ocurren más de una variable, en los polinomios P1 y P2 ocurren a lo sumo las mismas
variables que ocurren en H.
Demostración Supongamos que X1, . . . , Xk son las variables que ocurren en H donde
1 ≤ k ≤ m. Si k = 1, H ∈ R[X1] luego
H(X1) = a1X1 + a0 = X2︸︷︷︸
P1
+H −X2︸ ︷︷ ︸
P2
donde claramente P1 y P2 son irreducibles en R[X1, . . . X2]. Observemos que como en H
sólo ocurre una variable no debemos garantizar que en P1 y P2 ocurran las mismas variables
que ocurren en H.
Si k > 1 veamos queR[X1] satisface las condiciones (1) y (2) del teorema 2.4, seaM un ideal
máximal de R entonces en el anillo (R/M)[X1] existen inﬁnitos irreducibles no asociados ya
que este anillo es factorial. En efecto, suponga que hay un número ﬁnito y proceda como en
la prueba de la inﬁnitud de los números primos. Como cada irreducible se puede ver como
f(módulo M) donde f ∈ R[X1], luego los ideales de la forma (M,f(X1)) de R[X1] son
máximales. Considere el siguiente homomorﬁsmo natural ϕ : R[X1]→ (R/M)[X1]/(f(X1))
el cual es sobre y tiene núcleo (M,f(X1)). Entonces por el primer teorema de isomorﬁa
tenemos:
R[X1]/(M,f(X1)) ∼= (R/M)[X1]/(f(X1)),
luego la norma del ideal P = (M, f(X1)) es diferente de dos y se tiene la condición (2).
Para ver la condición (1) note que los elementos de P son exactamente los elementos de
R[X] módulo M que son divisibles por f sobre R/M entonces todos los elementos de P 2
son divisibles por f ; como f no es divisible por f2 (en R/M [X1]) f /∈ P 2 y P 2 ( P .
Similarmente se demuestra que el ideal Q = (M, g) de R[X1] satisface (1) y (2) donde g es
irreducible sobre R/M .
Aplicando el teorema 2.4 al anillo R[X1] se obtiene el resultado deseado. ♣
APÉNDICE A
Algunos resultados a cerca de la distribución de los
primos en Fq [X, . . . , Xm]
A continuación se presentan algunos resultado a cerca de las distribución de los ele-
mentos primos en los anillos Fq[X] y Fq[X1, . . . , Xm].
Si m = 1. Hemos obtenido una fórmula \(h) para el número de polinomios irreducibles
en Fq[X] de grado h. Por otro lado, sabemos que en Fq[X] existen qh+1− qh polinomios de
grado h, luego la densidad de los polinomios irreducibles en Fq[X] es \(h)qh+1−qh ∼
1
h . Es decir
a medida que aumentamos el grado es cada vez más difícil dar con polinomios irreducibles
en Fq[X].
Si m = 2. Sea N2(h) es el número de polinomios en Fq[X1, X2] de grado h, I2(H) el
número de polinomios irreducibles en Fq[X1, X2] de grado h. Arnaud Bobin establece el
siguiente hecho (véase [6]) 1− I2(h)N2(h) ∼
q+1
qh
, lo cual implica I2(h)N2(h) → 1, cuando h→∞. Es
decir si consideramos polinomios de grado cada vez mayor es más probable que estos sean
irreducibles. Este hecho es totalmente contrario a lo que sucede en el caso de una variable y
lo que sucede en el caso de los números enteros pues en este caso sabemos que la densidad
de los números primos en los números enteros es nula.
Si m > 2. Se pueden generalizar el anterior resultado para obtener el siguiente hecho.
Si Nm(h) es el número de polinomios en Fq[X1, . . . , Xm] de grado h y Im(h) el número de
polinomios irreducibles en Fq[X1, . . . , Xm] de grado h. Se tiene :
1− Im(h)
Nm(h)
∼ Nm(1).
Nm(h− 1)
Nm(h)
∼
qm+1 − q
q − 1 .
1
q(
m+h−1
m−1 )
.
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Teorema A.1. Si H ∈ Fq[X] con ∂H = h y N(H) es el número de parejas P1 y P2 de
polinomios unitarios irreducibles en Fq[X] que satisfacen:
1. ∂P1 = ∂P2 = h+ 1,
2. P1 6= P2,
3. P1 − P2 ≡ 0 (mo´d H),
4. H es libre de cuadrados o h+ 1 no es divisible por la característica de Fq.
Entonces
N(H) =
q2(h+1)
(h+ 1)ϕ(H)
+O(q(h+1)),
cuando q →∞.
Demostración Sea pi(r;H,K) el número de polinomios unitarios irreducibles P de
grado r tal que P ≡ K (mo´d H). Entonces
N(H) =
∑
K
[pi(h+ 1;H,K)]2 − \(h+ 1), (A.1)
donde K varia en un sistema reducido de residuos módulo H. Sea piK(r, d) el número de
polinomios unitarios irreducibles P que satisfacen:
1. ∂P = rd ,
2. P d ≡ K (mo´d H)
y sea D(r,K) =
∑
d|r
piK(r,d)
d . Note que piK(r, 1) = pi(r;H,K).
Si r < 2h, y usando la hipótesis (4), se tiene que pik(r, d) ≤ d para d > 1, 1 entonces
D(r,K)− pi(r;H,K) ≤ r, (A.2)
para r < 2h.
Usando la fórmula de Artin [2], se tiene
rϕ(H)D(r,K) = qr −
∑
χ
χ(K)
m(χ)∑
i=1
βri (χ), (A.3)
donde χ varia en todos los carácteres módulo H y m(χ) ≤ h. Los números βi(χ) para
1 ≤ i ≤ m(χ) estan relacionados con la Hipótesis de Riemann para campos de funciones
algebraicas, [4] de la cual se sigue que
|βi(χ)| ≤ hq 12 (A.4)
1Este resultado se tiene sin la hipótesis (4) solo cuando H es irreducible.
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para todo χ y 1 ≤ i ≤ m(χ).
Usando A.2 y A.3 se muestra
N(H) =
∑
K
[D(h+ 1,K)]2 − \(h+ 1) +O(qh+1). (A.5)
Esta ultima fórmula no requiere de A.4. Después de bastantes calculos se llega a la fórmula
∑
K
[D(h+ 1,K)]2 =
q2(h+1)
(h+ 1)ϕ(H)
+O(q(h+1)). (A.6)
Reemplazando A.6 en A.5 y usando la trivial estimación de \(h + 1) = O(qh+1), cuando
q →∞ se tiene
N(H) =
q2(h+1)
(h+ 1)ϕ(H)
+O(q(h+1)).
Conclusiones
• En los mundos paralelos a Z (Fq[X], R[X] R[X1, . . . , Xn]) como ya hemos observado
existen varios análogos para la conjetura de Goldbach y estos están casi en su tota-
lidad resueltos, esto es sin duda debido a que en estos escenarios se tiene bastante
información sobre la distribución de los elementos irreducibles, lo cual no ocurre en
Z.
• Es notable la diferencia de los resultados obtenidos en los capítulos 1 y 2. Los teoremas
del capítulo 1 son resultados a cerca de la existencia de una descomposición deH, pero
ninguno de ellos da un algoritmo para encontrar tal descomposición. Contrario a lo
que sucede en el capítulo 2 donde los resultados además de probar la existencia de tal
descomposición dan un algoritmo para hallarla, esto es debido a que estos resultados
se basan fuertemente en el teorema chino de los restos 2.2 el cual también goza
de esta característica. Mientras los resultados del capítulo 1 requieren estimaciones
asintóticas.
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